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684 Thibault Gajdos

Résumeé. — La recherche d'une mesure objective des inégalités, sur le modéle des mesures des
grandeurs physigues est vaine : la mesure des inégalités dépend, en effet, de I'opinion des membres de
la société en matiére de justice distributive. Il est donc souhaitable que les opinions qui sous-tendent les
mesures des inégalités soient aussi explicites que possible. Nous nous attachons, dans cette note, a
présenter et a discuter en détail les conséquences des opinions sur lesquelles est susceptible de se
fonder une mesure des inégalités.

Nous distinguons deux classes d'indices d'inégalités, selon qu'ils respectent, ou non, I'axiome d'indé-
pendance. Les premiers sont les indices 4 la Atkinson-Kolm-Sen, et s'inscrivent dans le cadre du modéfe
d'espérance d'utilité de von Neumann et Morgenstern. Les second sont les indices de Gini, Gini géné-
ralisés et Gini super-généralisés, et s'inscrivent dans le cadre du modéle d'espérance d'utilité dépendant
du rang de Yaari ou de Quiggin.

Les indices de Gini et ses généralisations permettent une description beaucoup plus fine des opinions en
matiére de justice redistributive que les indices & la Atkinson-Kolm-Sen, puisqu'ils reposent sur des
axiomes plus faibles. Ces indices semblent donc particuligrement bien adaptés pour évaluer 'adéquation
des politiques redistributives & des objectifs en matiére de justice sociale.

Summary. — It is hopeless to look for an objective measure of inequalities. Indeed, the measure of
inequalities depends on citizen’s opinions about justice. It is hence necessary to explicit the ethical
fundations of inequality indices. We try, in this note, to present and discuss thoroughly the consequences
of the various opinions on which an inequality index may be built. We distinguish two classes of
inequality indices. The first one is the class of Atkinson-Kolm-Sen indices, which respect the indepen-
dence axiom, and implicitely rely on the von Neumann and Morgenstern model. The second one is the
class of the Generalized Ginis, which do not respect the independence axiom, and implicitely rely on the
Rank-Dependent Expected Utility model.

The Ginis indices allow for a thiner representation of citizen’s attitude towards inequality. These indices
seem hence of particular interest for evaluating redistributive policies and their adequacy to social
objectives.

1. Introduction

Les inégalités ont-elles augmenté dans les vingt derniéres années ? Quel
est le lien entre la croissance économique et I'évolution des inégalités ?
Quelles sont les conséquences du chomage sur les inégalités ? A que! point
une politique fiscale ou sociale permet-elle de réduire les inégalités ? Autant
de questions qui sont au coeur des débats politiques et économiques
contemporains, et qui supposent que I'on soit capable de mesurer les iné-
galités. Or, cela ne va pas de soi.

L’histoire des théories de la mesure des inégalités est déja ancienne, puis-
que I'on peut la faire remonter aux premiéres années de ce siécle, avec en
particulier les contributions de Pigou [44] et Dalton [18]. C'est cependant
dans les années soixante-dix que ce champ de la théorie économique prit
véritablement son essor, avec les travaux de Kolm [36], [33], [34] (qui fut, en
la matiére, un pionnier), Atkinson [6], et Sen [58]. Ce regain d’intérét s'ex-
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plique, en grande partie, par les développements contemporains des théo-
ries économigques de la justice (1) et de la théorie du choix dans le risque.

Les théories économiques de la justice permirent de mieux comprendre
les probléemes que soulevaient la mesure des inégalités (2). Mesurer les
inégalités, c'est évaluer le degré d'injustice d’une distribution du point de
vue de la justice distributive (3). La mesure des inégalités doit donc s'ap-
puyer sur une analyse de la justice distributive. D'ot le programme de
recherche proposé par Kolm [32], qui fut le premier a proposer des indices
d'inégalités explicitement construits a partir des jugements collectifs en ma-
tiere de justice distributive :

«(...) il faut connaitre les opinions des citoyens sur la justice de la
répartition. Pour aider a la réalisation de ce difficile probléme, il est utile
de procéder a une analyse a priori des structures des opinions de justice
distributive » (p. 158).

Atkinson [6], I'un des pionniers de la mesure normative des inégalités,
adhéra totalement a ce programme de recherche :

« Dans cet article, j'ai examiné le probléme de la mesure des inégalités
de revenus {ou de richesses, ou de consommations). Jusqu'a présent,
ce probléme était habituellement traité en utilisant des mesures statis-
tiques simples, comme l'indice de Gini, la variance ou |'écart relatif a la
moyenne. J'ai essayé, néanmoins, de défendre la these selon laquelle
cette approche traditionnelle était erronée. Premierement, |'utilisation
de telles mesures sert souvent a dissimuler le fait qu'on ne peut établir
un ordre complet entre les distributions de revenus sans spécifier com-
plétement la forme de la fonction de bien-étre social. Deuxiemement,
I'étude des fonctions de bien-étre social sur lesquelles ces mesures sont
implicitement construites montre que, dans de nombreux cas, elles ont
des propriétés qui semblent peu acceptables, et qu'en général il n'y a
pas de raison de croire qu’elles soient en accord avec les valeurs socia-
les. Pour ces raisons, j'espere que ces mesures traditionnelles seront
rejetées en faveur de la prise en compte directe des propriétés que I'on
souhaite voir vérifiées par les fonctions de bien-étre social », (Atkinson,
[6], p. 26).

La théorie de la décision dans le risque donna les moyens techniques de
remplir ce programme. En effet, toute distribution de revenus peut s'inter-
préter comme une loterie. Or I'objet de la théorie du choix dans le risque est,
précisément, de représenter les préférences des individus sur I'ensemble
des loteries, a partir d'un nombre réduit d’axiomes représentant la structure
fondamentale des opinions individuelles sur le caractére plus ou moins dé-
sirable des loteries. Aussi faut-il voir plus qu‘une coincidence si deux contri-

(1) Pour une introduction aux théories économiques de la justice, ¢f. par exemple Fleur-
baey [26], Kolm [35], ou Roemer [50].

(2) Sur I'articulation entre les théories économiques de la justice et la théorie de la mesure
des inégalités, cf. en particulier Sen [58] chapitre 1 et [62] chapitre 6.

{3) Ce qui, naturellement, ne recouvre pas I'ensembie des perspectives que I’'on peut avoir
sur la justice. Les notions de liberté, de responsabilité, d’envie, par exemple, qui ont été et
sont encore pour une large part au cceur des débats alimentant les théories économiques de
la justice ne sont pas prises en compte ici.
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686 Thibault Gajdos

butions fondamentales, I'une & la théorie du risque — due & Rothschild et
Stiglitz [51] —, et I'autre a la théorie de la mesure des inégalités — due a
Atkinson [6] — ont été publiées la méme année (4). Le modéle de décision
dans le risque le plus répandu en économie est celui de von Neumann et
Morgenstern [42] {5). C'est donc ce modele qui servit, plus ou moins expli-
citement, de cadre a la théorie de la mesure des inégalités.

Toutefois, on peut se demander si le modéle de von Neumann et Mor-
genstern constitue un cadre pleinement satisfaisant pour la mesure des
inégalités. Ce modele repose, en effet, sur un axiome d‘indépendance dont
la pertinence est discutable. Dans le cadre de la mesure des inégalités (6)
I'axiome d’indépendance revient a supposer que l'ordre entre deux distribu-
tions de revenus ne dépend pas des parties communes de ces distributions.
Si I'on suppose de plus que fa fonction d'évaluation des distributions est
cardinale, cela implique que I'évaluation de la variation des inégalités en-
gendrée par la modification du revenu d‘un individu ne dépend pas des
revenus des individus qui ne sont pas concernés par ce changement. Il n’est
pas sir qu‘un tel principe soit unanimement accepté.

Le modéle d'espérance d‘utilité dépendant du rang, introduit par Quiggin
[45] et Yaari [65], qui repose sur un axiome d’indépendance plus faible,
semble en revanche prometteur. En particulier, un tel modéle permet,
contrairement au modele de von Neumann et Morgenstern, de donner un
fondement normatif clair a I'indice de Gini et a ses généralisations. Or I'in-
dice de Gini et ses variantes sont particulierement bien adaptés a I'évalua-
tion de |'adéquation des politiques de redistribution a des objectifs en ma-
tiere de justice sociale, dans la mesure ou ils sont compatibles avec des
opinions beaucoup plus variées que celles sur lesquelles s’appuient implici-
tement les indices respectant |'axiome d’indépendance.

Dans un premier temps, nous présenterons le cadre dans lequel sont
définis les indices d'inégalités. Puis nous nous tournerons vers les indices
d'inégalités normatifs (i.e., reposant sur une opinion explicite sur la justice
distributive) dans le cadre du modéle de von Neumann et Morgenstern.
Enfin, nous présenterons les apports du modéle d'espérance d'utilité dépen-
dant du rang a la mesure des inégalités.

{4) Atkinson lui-méme a insisté sur les liens étroits qui existaient entre sa théorie de la
mesure des inégalités et les travaux de Rothschild et Stiglitz. Il écrit ainsi : « mon intérét pour
la question de la mesure des inégalités a initialement été stimulé par la lecture d'une version
préliminaire de l‘article de Rothschild et Stiglitz », (Atkinson, [6], p. 244).

(5) Ce modéle est également connu sous le nom de « modéle d'espérance d’utilité ».

(6) L'axiome d'indépendance a également été remis en cause dans le cadre de la modéli-
sation des comportements individuels face au risque, notamment par Allais [1].
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2. Préliminaires : opinions sur la
justice distributive, fonctions
d’évaluation et indices d’inégalités

2.1. La structure des préférences

Nous supposerons que la distribution des revenus au sein d'une popula-
tion de taille n(neN *) est une fonction de {1,.,n} dans R, qui & tout
ie {1,..n}, associe le réel x, (x; est le revenu de I'individu i). Nous nous
bornerons donc a l'étude de distributions de revenus du type

)£x1,l;x,,l;...;xn,l). Une telle distribution de revenus sera notée:
n “n n
= (X4, ., X, ) . Nous noterons D le domaine de X, D pouvant étre I'un des
ensembles suivants (7) : R, R, , R, ; le vecteur unité de R" sera noté 1,.Si D
n‘est pas précise, D =R. Par ailleurs, nous désignerons par X (respective-
ment X) la distribution obtenue par une permutation de X, telle que
%, %, < . S X (respectivement: X, 2%, 2 .. 2% ). L'ensemble des vecteurs
X (respectivement X) sera noté D" {respectivement D"). Nous désignerons
par F, la fonction de répartition associée a X, et par F;(1 sa fonction de
répartition inverse continue a gauche (appelée aussi fonction quantile) :
Fx'(p) = inf {x e D|F (x) 2 p}.

Nous noterons D = UD" I'ensembie des profils de revenus (positifs) de

dimension supérieure ou égale a 1 et n(X) la dimension du vecteur X eD.

Notons que toutes les distributions de la forme

Y= (Y;:Py:Y2 Pyi~;YeP,) OU les p;, sont des nombres rationnels stricte-
k

ment positifs et tels que > p, =1 appartiennent & D. En effet, il existe un
i=1

entier m2>2 tel que Y = (y1,~1—;y2,%;.~;ym,r—:1-) De la méme maniére,

on désignera par D I'ensemble U D" et par D I'ensemble \_JD".

ne N
Supposons gu'il existe une reIatnon de préférence définie sur I'ensemble
des distributions de revenus, qui refléte une opinion donnée sur la justice
distributive. Avant de poursuivre, il est nécessaire de préciser la structure de
cette relation de préférence.

En premier lieu, nous supposerons qu'il existe une relation d'ordre totale
(qui définit un préordre complet) sur D" {dans toute cette section, n est fixé) :

Axiome 1 (Préordre complet). Il existe une relation binaire totale transitive
et non triviale sur D" . Cette relation sera notée >.. De plus, on notera

(7) R désigne I'ensemble des réels, R, I'ensemble des réels positifs et R, |, I'ensemble des
réels strictements positifs.
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X> Y si [X>Y et Y& _X]. Si [X>,Y et Y, >X] on notera
X-Y.

n

Cet axiome peut, a premiére vue, paraitre naturel. Il est cependant assez

fort. En effet, I'hypothése selon laquelle I'ordre sur les distribution de D" est
complet va notablement restreindre I'ensemble des fonctions susceptibles
de représenter cet ordre. Or, comme le remarque Sen [58], on peut penser
qu‘un tel ordre complet n'existe pas, et qu'il est seulement possible de
définir un ordre partiel sur I'ensemble des distributions de revenus.

Par ailleurs, I'hypothése selon laquelle I'ordre porte directement sur les
distributions de revenus n’est pas neutre : cela signifie que I'on rejette hors
du champ de la mesure des inégalités toutes les considérations qui ne
portent pas directement sur les distributions de revenus (8}.

On supposera par ailleurs que la relation > est continue sur D":

Axiome 2 (Continuité). La relation >_ est continue sur D": pour tout
Xe D", {Y|Y > X}, {Y|X >, Y} sont des ouverts de D" .

Notons que cet axiome n‘est pas satisfait, notamment, par les ordres
lexicographiques. Debreu [19] a montré que cet axiome, ajouté a |'axiome 1
(préordre complet) permet d'assurer V'existence d'une fonction continue
W.:D - R, qui représente (9) >_.

Théoréme 1 (Debreu, 1959) Soit une relation binaire > sur D", satisfaisant
les axiomes 1 (préordre complet) et 2 (continuité). Il existe alors une fonction

continue W,_:D" - R telle que :
VX, Ye D" X> Yo W (X)2W_(Y)

Notans que W, n'est pas unique : pour tout fonction continue et stricte-
ment croissante ¢: R — R, ', = ¢oW, représente également >_. Nous di-
rons que W, est une fonction d’évaluation des distributions de revenus.

Remarquons que, a strictement parler, W, n’est pas une fonction de bien-
étre social. En effet, une fonction de bien-étre social dépend des préférences
des individus, que I'on n'a a priori aucune raison de supposer identi-
ques (10). En revanche, la fonction d'évaluation ne dépend que de la distri-
bution des revenus. Par conséquent, la pertinence d‘une fonction d'évalua-
tion des distributions de revenus dépendra du degré d'unanimité avec
laquelle les individus adherent aux axiomes qui la caractérisent.

On supposera de plus que I'identité des individus ne joue aucun rdle dans
I'évaluation des inégalités : que ce soit 'individu i qui ait le revenu a et

(8) Sur les problemes que posent une telle approche, cf. par exemple Sen [62], [61].
Notons que de nombreuses variables pourraient a priori entrer en ligne de compte : capaci-
tés physiques et intellectuelles, statut social, égalités devant la loi etc.

(9) On dit qu'une fonction W, représente la relation > si, pour tout
XYe D":inYmWO(X) 2W (Y)..

(10} Pour plus de détails, cf. ﬂeurbaey [26] chapitre 4 et Sen {59].
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I'individu j qui ait le revenu b, ou que ce soit le contraire n'a aucune impor-
tance. Formellement, cela revient a supposer qu'il n'y a, du point de vue de
I'ordre >, aucune différence entre une distribution de revenus X et une
distribution de revenus obtenue par permutation des composantes de X :

Axiome 3 (Impartialité). Pour toute matrice de permutation Il :
vXe D", JIX~ X

On peut se demander a quel point il est raisonnable de supposer que les
individus adhérent, individuellement, a I'axiome d'impartialité. Pourtant, de
I'Ethique & Nicomagque d'Aristote [4] & la Théorie de la Justice de John Rawls
[48], en passant par Le Léviathan de Hobbes [31), et les travaux de Harsanyi
[29], [30], V'impartialité est apparue inséparable de I'idée méme de justice,
gue ce soit sous la forme du théme de la « place d’autrui » chez les moder-
nes, ou sous celle de la position originelle (popularisée sous le nom de
« voile d'ignorance ») chez John Rawls. Dans tous les cas, I'impartialité est,
au minimum, une condition nécessaire de la justice. Supposer que tous les
individus souscrivent a |'axiome d'impartialité lorsqu’il s‘agit d’évaluer des
distributions de revenus revient donc a supposer que nous avons affaire a
des individus doués d’un sens moral. En ce sens, on peut, comme le fait
Kolm [32], [35], voir dans le respect de I'axiome d‘impartialité une consé-
quence logique de I'adhésion des individus a I'idée méme de justice. Cela
permet également de donner un contenu concret a la notion de « préféren-
ces de la société » : il s'agit, en réalité, des préférences d’'un membre quel-
conque de la société lorsqu'il se place derriére le « voile d'ignorance ». Il
sera parfois commode de donner un nom a cet individu : nous 'appellerons
« décideur ». L'axiome 3 (impartialité) impose que W soit une fonction sy-
métrique.

L'axiome suivant s'interprete facilement : il impose que si Y € D" est ob-

tenue & partir de X e D" en augmentant le revenu d’au moins un individu,
sans qu'aucun individu ne voie son revenu diminuer, alors Y > X. En

d'autres termes, il impose que I'ordre sur D" respecte la dominance stochas-
tique au premier ordre {sous réserve que W, soit symétrique) (11).

Axiome 4 (Monotonie). La relation > est monotone : quels que soient X, Y
de D", si pour toutie {1,.,n}, x 2y, et sil existe j tel que x; >y;, alors
X>Y.

Deux distributions de revenus peuvent différer par le revenu total qui est
réparti entre les individus d'une part, et par la maniére dont ce revenu est
réparti d’autre part. Adhérer a I'axiome de monotonie, c’est privilégier le
premier aspect par rapport au second. Supposons, par exemple, que le

(11) Cette propriété n’est pas équivalente & la propriété de Pareto-cohérence d‘une fonc-
tion de bien-étre social. En effet, une fonction de bien-étre social est définie sur I'ensemble
des utilités individuelles u,. Une telle fonction de bien-étre social est Pareto-cohérente si, et
seulement si elle est croissante en u,, pour tout i, (sous réserve qu’elle soit symétrique).
Comme I'ont montré Amiel et Cowell [2] la Pareto- cohérence, entendue dans ce sens strict,
n'est pas équivalente & la monotonicité (croissante) de W,, par rapport  x. .
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revenu de l'individu le plus riche de la société double, les autres revenus
demeurant inchangés. Souscrire a I'axiome de monotonie {auquel Kolm {32)
donne le nom de « bienveillance ») c’est considérer que la seconde distribu-
tion de revenus est préférable a la premiére.

Cet axiome, ajouté aux précédents, implique que toute fonction

W, : D" — R représentant l'ordre > est symétrique, continue, monotone et
croissante en chacun de ses arguments.

Il est & présent possible de construire un indice d'inégalités compatible
avec ['opinion sur la justice distributive représentée par W . Pour cela, Kolm
[36] définit la notion de revenu égal équivalent (pour la fonction d'évaluation
W ):

Définition 1 On appelle revenu égal équivalent 8 X e D" le revenu R_(X)
qui, s'il est attribué a chaque individu, conduit & une distribution de revenus
équivalente & X pour la fonction d’évaluation W, , c'est-a-dire :

W (R (X)1,)=W_(X)
La différence :
l:(X)=Rn(X1n)—Rn(X)=X—Rn(X) (1)

représente alors simplement le colt par téte des inégalités exprimé en ter-
mes monétaires. On peut encore écrire ce colt monétaire en termes relatifs.
On obtient alors :

X -R (X
Q(X)=———§5—l (2)

Remarquons que |7 (X) et I2 (X) sont positifs ou nuls, et nuls si et seu-
lement si X=X1,. Par ailleurs, plus le colt des inégalités est élevé, plus
In (X) et I7(X) sont grands. Par conséquent, I7 (X) et I5(X) sont deux
indices d'inégalités. D'une maniére générale, nous dirons qu'un indice d'iné-
galités | est normatif s'il peut s’écrire sous la forme (1) ou (2), pour une
fonction d’évaluation W, ayant un contenu normatif. Si | s'écrit sous la
forme (1), nous dirons qu'il s'agit d'un indice absolu; si |, s'écrit sous la
forme (2), nous dirons qu'il s'agit d’'un indice relatif.

Il est habituel de compléter ces axiomes par un axiome d'invariance : il
s'agit de déterminer quelies sont les transformations des distributions qui
n’'affectent pas l'indice d'inégalités.

La premiére possibilité consiste a supposer que la multiplication de tous
les revenus par une méme constante n’affecte pas les inégalités (cf. Kolm
(32], et Atkinson [6] :

Axiome 5 (\-invariance). La multiplication de tous les revenus par une cons-
tante strictement positive ne modifie pas les inégalités : pour tout A € R*, et

Xe D",
HAX) = 1(X)
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Une autre possibilité consiste a supposer qu’augmenter tous les revenus
d’'un méme montant ne modifie pas les inégalités (cf, Kolm [32], [33]) :

Axiome 6 (u-invariance). L'addition d’'une méme constante a tous les reve-
nus ne modifie pas les inégalités : pour toutpe R et X e D":

(X)) = 1(X+p1,)

La question de la « bonne » propriété d'invariance que doit posséder un
indice d’inégalités a été longuement débattue. Pour Dalton [18], par exem-
ple, une augmentation du méme montant de tous les revenus tend a réduire
les inégalités. Kolm [33], en revanche, suggére la thése opposée, en souli-
gnant qu'une augmentation équiproportionnelle de tous les revenus accroit
les écarts absolus entre ces revenus. Il qualifie, pour cette raison, les indices
A-invariants d'indices « de droite », tandis que les indices p-invariants seront
qualifiés d'indices « de gauche » (12).

Etant donné un indice 1 ainsi défini, il est possible de définir un ordre >,

sur D" de la maniére suivante : Y >, X{ce que I'on lira « X est au moins plus

inégale que Y pour l'opinion représentée par W, »} si et seulement si
I, (Y) <1, (X). Naturellement, le fait que X soit plus inégale que Y ne
signifie nullement que Y sera préférée a X par une société dont {'opinion est
représentée par W_ . Ainsi, par exemple, si J'on double tous les revenus, et
que I'on effectue un transfert de revenu du plus pauvre vers le plus riche, les
inégalités seront en général jugées plus grandes dans la nouvelle distribu-
tion {selon I'ordre > ), mais cette distribution sera néanmoins préférée a

I'ancienne (selon I'ordre >.). Si > respecte les axiomes 1 (préordre com-
plet), 2 (continuité) et 3 (impartialité), il en va de méme de >, . Nous sup-

poserons, dans tout ce qui suit, que ces axiomes ainsi que I'axiome 4 (mo-
notonie) sont bien respectés.

Par ailleurs, nous supposerons que l'indice |, vérifie la propriété de nor-
malisation suivante :

Propriété 1 (normalisation). Soit | : D" — R un indice d'inégalités.

VieR, | (L1,)=0

2.2. Ordres sur les distributions de revenus

S'il est difficile de définir explicitement I'ensemble des distributions de
revenus mains inégales qu’une distribution X donnée, il est néanmoins pos-
sible de proposer un certain nombre de critéres permettant d'ordonner (par-
tiellement) les distributions de revenus. L'adhésion a chacun de ces critéres
imposera des restrictions sur la fonction d’évaluation des distributions. En

(12} Cf. Kolm {35] chapitre 10 pour une discussion pius détaillée des axiome d’invariance.
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ce sens, ces critéres permettent d’enrichir la structure des jugements collec-
tifs en matiére d‘inégalités. Afin de mieux saisir la signification de ces diffé-

rents ordres, nous les formulerons d'abord pour des distributions de D"
(pour un n fixé), avant d’en donner une définition plus générale, valable
pour des distributions dans D (i.e., pour des populations de tailles éventuel-
lement différentes).

Le quasi-ordre qui est ie plus utilisé dans le cadre de la mesure des
inégalités est sans aucun doute le quasi-ordre de Lorenz. Son interprétation

est assez intuitive. Considérons la courbe de Lorenz L (E) qui représente la
part du revenu total détenue par les p plus pauvres (cf. graphique 1) :

s

X;
L ( E) - i=1
n n
X
i=1
1
s
o
e
g o
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3 &
o <&
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3 I3
. T 8b
[ ) ,
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@ .
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8 Lorenz
0 pourcentage de la population 1

Graphique 1 Courbe de Lorenz

Plus la distribution des revenus est inégale, plus la courbe de Lorenz qui
lui est associée est convexe. A la limite, si I'individu le plus riche posséde, a
lui seul, ia totalité des revenus, la courbe de Lorenz sera confondue avec

I'axe horizontal pour B 1, et verticale au point P 1. Si, en revanche, le
revenu est également 'aistribué entre tous les individus, la courbe de Lorenz
sera confondue avec la premiére bissectrice (ligne de parfaite égalité). Ainsi,
les courbes de Lorenz permettent d’établir un ordre partiel sur I'ensemble
des distributions de revenus : si la courbe de Lorenz associée & la distribu-
tion X est toujours au-dessus de celle associée a la distribution Y, on dira
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que X est moins inégale que Y au sens du quasi-ordre de Lorenz (si les
courbes de Lorenz se croisent, le critére de Lorenz ne permet pas de
conclure).

Formellement, le quasi-ordre de Lorenz peut étre formellement défini de la
maniere suivante :

Définition 2 (Quasi-ordre de Lorenz surD"). Soit X,Y € D" . On dit que Y est
moins inégale que X au sens du quasi-ordre de Lorenz si, et seulement si :

[;4‘;
bﬁx

[}
-
1l
-

v

, Vke {1,.,n}

3
3

=~
Xt

B
]
-

Ce que I'on notera: Y > X.

La distribution Y est moins inégale que la distribution X au sens du quasi-
ordre de Lorenz si la part du revenu total détenue par les k plus pauvres est
plus grande dans la distribution Y que dans la distribution X, et ce pour tout
ke {1,.,n}.On notera (13) Y > X.

Le quasi-ordre de Lorenz est étroitement lié au principe de transfert, que
I'on peut définir formellement ainsi :

Axiome 7 (Principe de transfert). Soit X, X'e D", avec X = X'. S'il existe i,
tels que x; < x| <X <X, X[~ %=X~ X etVk=ij,x, =x,alors X > X.

Ce principe (14), proposé par Pigou [44] et Dalton [18], signifie que si X’
peut étre obtenue a partir de X en effectuant un transfert d’un riche vers un
pauvre, sans modifier I'ordre des revenus entre ces individus (transfert de
Pigou-Dalton), alors X’ est préférée a X.

Le célebre théoréme de Hardy-Littlewood-Polya [28]) établit qu’un décideur
respecte le quasi-ordre de Lorenz pour des distributions de méme moyenne
si, et seulement si, il respecte le principe de transfert :

Théoreme 2 (Hardy, Litllewood et Polya, 1934) Soit X et Y deux vecteurs de
D" ayant la méme moyenne. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe une matrice bistochastique {15) Q (qui n’est pas une matrice de
permutation) telle que Y = QX

(i) ¥ > X

(13) Notons que si X et Y ont la méme moyenne, Y >, X si et seulement si Y domine X au
sens de la dominance stochastique au second ordre (cf. par exemple Rothschild et Stiglitz
{51]).

(14) Dans le cadre de la théorie de la décision, le principe de transfert — sous une forme
légerement différente puisque les distributions étudiées sont continues — correspond 2 la
notion d'accroissement du risque & moyennne constante (cf. Rothschild et Stiglitz [51]).

(15) Une matrice bistochastique est une matrice dont toutes les composantes sont positi-
ves ou nulles, et dont la somme des composantes de chaque ligne et de chaque colonne est
égale & 1).
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(iii) Y peut étre obtenue & partir de X par une séquence finie non vide de
transferts des riches vers les pauvres qui ne modifient pas I'ordre des reve-
nus dans la distribution (transferts dits de Pigou-Dalton).

Par conséquent, si > est cohérent avec le quasi-ordre de Lorenz, la société
doit respecter le principe de transfert. |l est clair qu'un décideur respecte le
principe de transfert si, et seulement si, tout indice d'inégalité construit a
partir de la fonction représentant ses préférences et vérifiant 'axiome 5
(r-invariance) ou |'axiome 6 {p-invariance) est cohérent avec fe quasi-ordre
de Lorenz, les propriétés d'invariance permettant de se ramener a des com-
paraisons de distributions de méme moyenne. Toutefois, de ce point de vue,
l'axiome 5 {i-invariance) est plus naturel, dans la mesure ou la multiplica-
tion de tous les revenus d'une distribution donnée par une méme constante
strictement positive n'affecte pas la courbe de Lorenz associée a cette dis-
tribution.

L'axiome de transfert, bien que largement accepté par les économistes,
est néanmoins discutable (16), comme I'ont montré notamment Amiel et
Cowell [3], Moyes [39} et Chateauneuf [11). L'exemple suivant, que nous
empruntons a Amiel et Cowell pose clairement le probléme. Supposons que
'on souhaite comparer les deux distributions de revenus suivantes:
X=1(1,47,10,13)et Y= (1,5,6,10, 13) . La distribution Y est obtenue a
partir de X par un transfert de Pigou-Dalton. Pourtant, la situation relative de
Iindividu plus pauvre (par rapport & I'individu dont le revenu est immeédia-
tement supérieur) est moins favorable dans la distribution Y que dans la
distribution X . Doit-on néanmoins considérer que Y est préférable & X ? Ce
n'est pas évident. Comme le soulignent Amiel et Cowell, le probléme vient
du fait que ['axiome de transfert doit étre vérifié indépendamment des re-
venus des membres de la société qui ne sont pas concernés par le transfert.

Les résultats de I'étude empirique d’Amiel et Cowell [3] confirment les
difficultés que sauléve le principe de transfert puisque 38 % des personnes
interrogées rejettent ce principe lorsqu‘on leur soumet I'axiome sous sa
forme littérale, et que cette proportion s'éléve a 64 % lorsqu’on leur de-
mande leur avis sur un exemple numérique. Notons que les étudiants en
économie de Hebrew University (Jerusalem) se distinguent des autres per-
sonnes interrogées. Ces étudiants ont suivis, durant leurs premiéres années
d’étude, un cours sur les courbes de Lorenz. Et ils soutiennent massivement
{2 83 % lorsque la question est soumise sous forme littérale) le principe de
transfert. Ce qui conduit Amiel et Cowell & la réflexion suivante :

« A la lumiére de ces résultats, il est peut-étre temps que les économis-
tes eux-mémes examinent a nouveau certains des axiomes qui sont
évoqués a peu prés sans aucune remise en question dans la plupart des
travaux théoriques et empiriques sur les inégalités. Relacher ou respé-
cifier I'axiome de transfert n'est peut-étre pas aussi choquant qu'il y
parait au premier abord ; les question de savoir dans quelle mesure ceci
est possible, et comment cela doit étre fait, sont évidemment des sujets
futurs de recherche. » {Amiel et Cowell, [3], p. 22}

(16} Datton [44] lui-mé&me doutait de la validité de ce principe lorsque I'on considére des
sociétés constituées de plus de deux individus.
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il est possible de renforcer le principe de transfert en raisonnant en termes
d'écarts absolus entre les revenus sur I'ensemble de la distribution : si
I'écart entre le revenu de I'individu qui occupe le i-iéme rang et celui de
I'individu qui occupe le (i + 1)-iéme rang est plus petit dans la distribution
Y que dans la distribution X, et ce pour tout i, on pourra estimer que Y est
moins inégale que X . C'est le principe du quasi-ordre différentiel absolu :

Définition 3 (Quasi-ordre différentiel absolu sur D"). Soit X etY € D". On dit
que Y est moins inégale que X au sens du quasi-ordre différentiel absolu si,
et seulement si, X =Y et:

Vi1-ViS%, ,-% Vie {1,.n-1}

Ce que I'on notera: Y >p, X.

Remarquons que Y >, , Ximplique Y > X, mais la réciprogue est fausse.
Par exemple, si Y= (5,10,16,19) et X=(5,10,15,20), Y > X, mais
Y Eoa X (cf. Moyes [39]).

Une autre possibilité consiste a se concentrer sur les rapports de revenus :
si le rapport entre le revenu de l'individu qui occupe le i-iéme rang et celui
de l'individu qui occupe le (i+ 1)-iéme rang est plus petit dans la distribu-
tion Y que dans la distribution X, et ce pour tout i, on pourra estimer que Y
est moins inégale que X . C'est le principe du quasi-ordre différentiei relatif.

Définition 4 (Quasi-ordre différentiel relatif sur D"). Soit X et Y € D". On dit
que Y est moins inégale que X au sens du quasi-ordre différentiel relatif si,

et seulement si:

=<
+
x
+

<=2 Vie {1,.,n-1}

On notera alors : Y >, X.

Ces deux derniers quasi-ordres ont été introduits dans le cadre de ia
théorie de la majoration par Marshall et Olkin [37], et ont été notamment
étudiés dans le cadre de la mesure des inégalités par Moyes [39] et Cha-
teauneuf [11].

Toutes ces définitions peuvent étre généralisées a I'ensemble D afin de
permettre la comparaison de populations de tailles différentes (cf. par exem-
ple Chateauneuf [11]).

Définition 5 (Quasi-ordre de Lorenz sur D). Soit XY € D. On dit que Y est
moins inégale que X au sens du quasi-ordre de Lorenz si, et seulement si :

P P
fF; (t)dt fF;( (t)dt
0 > 4]

v = X

, Vpe [0,1]

Ce que l'on notera:Y > X.

Ainsi, Y > X si et seulement si la courbe de Lorenz associée a Y est
au-dessus de celle associée a X .

Rev. écon. pol. 111 (5} sept.-oct. 2001



696 Thibault Gajdos

Définition 6 (Quasi-Ordre différentiel absolu sur D). Soit X et Y € D. On dit
que Y est moins inégale que X au sens du quasi-ordre différentiel absolu si,
et seulement si, X =Y et:

Fol(v)-F, " (u) <F ' (v) -Fx"(u), YO<u<v<
Ce que l'on notera: Y >,, X.

Ce quasi-ordre a été introduit en statistique par Bickel et Lehmann [8], [9].

Définition 7 (Quasi-ordre différentiel relatif sur D). Soit X et Y € B. On dit
que Y est moins inégale que X au sens du quasi-ordre différentiel relatif si,
et seulement si :

F;‘(v)j;*(v)
Fe'(u)  F'(uy

On notera alors : Y >, X.

VO<u<v<i

Enfin, on dira qu’une société (ou un décideur) ayant une relation de pré-
férence >, sur D" (respectivement: > sur D) respecte l'ordre K

(K=L,AR,DR) sur D" (respectivement : sur D) si pour tout X, Y € D" {res-
pectivement: X, Y e B), Y >, X implique Y >_ X (respectivement: Y > X).

Deux grandes catégories d’indices normatifs peuvent étre distinguées,
selon que la fonction d’évaluation des distributions de revenus sur laquelle
ils sont construits respecte, ou non, I'axiome d'indépendance. Les premiers
sont les indices a la Atkinson-Kolm-Sen, et les seconds les indices de Gini,
Gini généralisés et Gini super-généralisés. Nous les présenterons successi-
vement.

3. L'approche d’Atkinson-Kolm-Sen

Kolm [36), [33], [34], Atkinson [6] et Sen [58] ont proposé une approche
axiomatique de la mesure des inégalités qui s’articule autour de I'axiome
d’indépendance, du principe de transfert, et d’axiomes d'invariance. Cette
approche permet en particulier de construire deux indices, connus sous les
noms d'indice d’Atkinson et d’indice de Kolm-Pollak.

Nous présenterons, dans un premier temps, les axiomes proposeés par ces
auteurs. Cela nous permettra de définir les indices d'Atkinson et de Kolm-
Pollak pour des populations de taille fixe. Nous nous tournerons ensuite
vers une généralisation de ces indices pour des populations de taille varia-
ble. Nous exposerons enfin quelques-unes des difficultés que peuvent sou-
lever ces indices, en nous concentrant sur I'indice d'Atkinson.
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3.1. L'axiome d’indépendance

Les indices d'Atkinson-Kolm-Sen vérifient J'axiome d'indépendance : I'or-
dre entre deux distributions de revenus ne dépend pas de !a partie com-
mune a ces deux distributions.

Axiome 8 (Indépendance) :

Soit ie {1,.,n=1}, Xy X)), (Y ;) € D', (z,qm2z,)eD ",

Alors, pour tout (t;, ;,.,t,)e D" 7',
(X X Zy 4 20 > (Ve Yo Zy 4 g 2,0)

€ (X X by e 1) 2 (Yoo Vi by 4 0 1)

L'axiome d'indépendance, plus connu, dans le cadre de la mesure des
inégalités, sous le nom « d’axiome de décomposabilité », souléve quelques
difficultés (17). En effet, ajouté aux axiomes précédents, I’axiome d'indépen-
dance implique que si certains revenus d’une distribution donnée sont mo-
difiés, I'évaluation de ce changement ne dépendra que des revenus qui ont
été modifiés. En d'autres termes, la différence d'évaluation de deux distri-
butions de revenus sera indépendante des parties communes de ces distri-
butions. Considérons ainsi 'exemple proposé par Kolm [35]. Soit les distri-
butions de revenus (1,4,4) et (2,3,4). Ces distributions ont méme
moyenne, et il y a une paire d'individus qui ont le méme revenu dans la
premiére, tandis qu’il n’y en a aucune dans la seconde. Aussi la distribution
(1, 4, 4) peut-eile étre préférée a la distribution (2, 3, 4) . Mais considérons
a présent les distributions (1, 4,3) et (2,3, 3): ici, au contraire, il y a une
paire de revenus identique dans la seconde, et aucune dans la premiére. Or,
si I'on adhére a I'axiome d'indépendance, on doit considérer que la diffé-
rence d'évaluation entre (1,4,4) et (2,3,4) est la méme qu'entre
(1,4,3)et (2,3,3).

Le méme probléme peut étre illustré d'une maniére légérement différente.
Considérons les deux distributions suivantes :
X = (2300, 1000, 500, 450, 400) et Y = (2000, 1000, 600, 550, 500) . Effec-
tuons un transfert de 1 F de l'individu ayant le deuxiéme revenu le plus élevé
vers l'individu dont le revenu est immédiatement inférieur dans la distribu-
tion X (la distribution obtenue sera notée X’ ), et un transfert de 1F égale-
mement de l'individu ayant le deuxiéme revenu le plus élevé vers l'individu
le plus pauvre de la distribution Y (la distribution obtenue sera notée Y’ ).
Dans les deux cas, on transfére 1 F d’'un individu dont le revenu est 1000 F
a un individu dont le revenu est 500 F, le reste de la distribution restant
inchangé. Si l'on respecte I'axiome d‘indépendance, on doit considérer

(17) A strictement parler, cet axiome correspond 2 |'axiome de la chose sire. Cependant,
lorsque les probabilités (ici les fréquences) sont connues, I'axiome de la chose sdre est
équivalent a I'axiome d'indépendance (cf. Fishburn et Wakker [25] pour une discussion
détaillée). Dans le cadre de la théorie des choix sociaux, cet axiome correspond a l'axiome
d'indépendance des alternatives non pertinentes (cf. Arrow [5]).
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comme équivalent de passer de X a X’ ou de Y a Y. Il peut sembler
toutefois curieux qu’un transfert de l'individu ayant le deuxiéme revenu le
plus élevé vers le plus pauvre soit considéré comme équivalent a un trans-
fert de méme montant de l'individu ayant le deuxiéme revenu le plus élevé
vers l'individu dont le revenu est immédiatement inférieur.

Une étude d’Amiel et Cowell [3] permet de se faire une idée de la perti-
nence empirique de I'axiome d’indépendance. Ces auteurs ont en effet en-
trepris une étude (18) visant a évaluer le degré d'adhésion des individus a
un certain nombre de principe de justice distributive. La méthode utilisée est
la suivante. Tout d'abord, on demande aux personnes interrogées de classer
des distributions qui respectent I'axiome dont on veut évaluer la pertinence.
Puis on leur soumet I‘axiome sous sa forme littérale. Enfin, on leur donne la
possibilité de revenir sur leur premiére réponse. L'axiome d’indépendance
est loin d’obtenir un soutien unanime, puisque 41 % des personnes interro-
gées rejettent ce principe lorsqu’un exemple numérique leur est proposé,
proportion qui s'éléve a 56 % lorsqu'il leur est soumis sous une forme litté-
rale.

Cet axiome, ajouté aux précédents, implique (19) qu'il existe une fonction
u,:D = R, continue et croissante, unique a une transformation affine crois-
sante pres (20), telle que :

W,(X) =13 u,(x)

i=1

En reprenant la terminologie proposée par Kolm, nous dirons que u_ est la
fonction d’'évaluation individuelle des membres de la société (21). Insistons
sur le fait que cette représentation (et en particulier le résultat d'unicité)
n'‘est valable que pour un n fixé: rien n’assure que, pour n=n’,

u, () =u, ().

3.2. Indice d’Atkinson et indice de Kolm-Pollak
pour des populations de taille fixée

Il est & présent possible de caractériser les indices d'Atkinson-Kolm-Pollak
{pour n fixé). Le résultat suivant est di & Kolm [36), [33] et Atkinson [6).

(18) Cette étude a été menée auprés d'étudiants appartenant 2 des universités différentes,
réparties dans plusieurs pays, et suivant des formations différentes (en particulier, I'échan-
tillon comprend des non-économistes).

{19) Pour une démonstration, cf. par exemple Kolm [33].

(20) Soit u une fonction. La fonction v est égale a u & une fonction affine croissante prés s'il
existea>0etfe Rtelsquev=au+p.

(21) A strictement parler, en effet, on ne peut assimiler u_ & une fonction d'utilité puisque
u, (x) est I'évaluation impartiale et unanime du bien-étre procuré par un revenu x, lorsque
les agents font abstraction de leur propre identité. (Il serait évidemment discutable de sup-
poser que tous les individus ont la méme fonction d’utilité). De plus, u_ dépend du nombre
n d’'agents — ce qui n'aurait gére de sens pour une fonction d‘utilité individuelle.
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Théoréme 3 (Kolm, 1966 ; Atkinson, 1970) Supposons que > vérifie sur D"

(avec D =R, ,} les axiomes 1 (préordre complet), 2 (contmu:te) 3 (impartia-
lité), 4 (monoton/e) 5 (h-invariance), 7 (principe de transfert), 8 (indépen-
dance), ainsi que la propriété 1 (normalisation). Alors I'indice relatif | est
complétement caractérisé, a un parametre pres. Cet indice, appelé indice

d’Atkinson, est défini sur D" par:

A (X)—1-|:% 1( )1—5]1_2 %1
1A (X)-1—H()

La fonction d'évaluation des distributions de revenus correspondante
s'écrit :

n 1-¢

— g = 1
<~ 1-¢€

Acx)=1
UACSER)

WAX) =1 Vi (x),e=1

=1

Les fonctions d’évaluation individuelles sont donc des fonctions a élasti-
cité de substitution constante, ie., u_ (x) = (X" ") (1-¢€),sie=1,et
u,(x) =In (x) pour € = 1 (¢ peut prendre différentes valeurs pour différen-
tes valeurs de n). Le lien entre I'indice d’Atkinson et la fonction d'évaluation
des distributions de revenus sur laquelle il est construit est, par définition :

RA(X) < 2 Y ("))

A, (X)=1- =1~ <

Si I'axiome 5 (A-invariance) est remplacé par I'axiome 6 {p-invariance), on
obtient un indice d'inégalités absolu connu sous le nom d'indice de Kolm-
Pollak.

Théoréme 4 (Kolm, 1966) Supposons que > vérifie sur D" (avec D = R) les
axiomes 1 {préordre complet), 2 (continuité), 3 {impartialité), 4 (monotonie),
6 (u-invariance), 7 {(principe de transfert), 8 (indépendance), ainsi que la
propriété 1 (normalisation). Alors l'indice absolu |, est complétement carac-
térisé, & un paramétre prés. Cet indice, appelé indice de Kolm-Pollak est

défini par :
K. (X)=21In (1 e'“(xi""), a>0
o ni=1
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La fonction d’évaluation des distributions correspondante est :

n

W:(X):%E—e’“"', a>0

=1

Les fonctions individuelles d'évaluation sont des fonctions exponentielles

de la forme u_(x) =-e~ . Le lien entre I'indice de Kolm-Pollak et Ia fonc-
tion d'évaluation sur laquelle il est construit est, par définition :

K (X)=X-RS(X)=X-u"’ (%Eun(xi))

i=1

Notons qu'il n'y a, a priori aucun lien entre la nature de l'indice (absolu ou
relatif) et 'axiome d'invariance qu'il vérifie. Cependant, si un indice absolu
est A-invariant, sa forme relative diminuerait si I'on multipliait tous les reve-
nus par une méme constante, ce qui ne parait pas avoir grand sens. De
méme, si un indice relatif est p-invariant, sa forme absolue augmenterait si
I'on augmentait tous les revenus d'un méme montant, ce qui ne parait guére
plus satisfaisant. || semble donc préférable de restreindre I'attention aux
indices absolus p-invariants et aux indices relatifs A-invariants. Or Kolm [32]
a montré que si I'axiome d'indépendance est vérifié, une méme fonction
d’évaluation ne peut pas conduire & un indice absolu p-invariant et & un
indice relatif A-invariant. Sans doute est-ce la un nouvel argument en défa-
veur de I'axiome d'indépendance.

3.3. Indices d’Atkinson et de Kolm-Pollak
pour des populations de taille variable

Jusqu’a présent, nous n'avons défini que des indices d'inégalités pour des
populations de taille fixée. |l est naturel d'étendre ces indices a des popula-
tions de taille variable. Cela suppose, évidemment, que I'on impose un lien
entre les différentes relations { >}, définies sur D", lorsque n varie dans N*
afin d'assurer I'existence d'une relation binaire > sur B, compatible (22)
avec les relations {>,}, . Tel est, précisément, le réle de I'axiome du « prin-
cipe de popuiation », introduit par Dalton {18]. Ce principe impose que les
inégalités ne varient pas si la société est « répliquée » :

Axiome 9 (principe de population). Pour tout k,n e N* et pour tout

XeD",
X, X )
( K fois K
Cet axiome, ajouté a I'axiome 3 (impartialité) revient & supposer que deux
distributions de revenus (éventuellement de tailles différentes} qui corres-

(22) Une relation > sur D est compatible avec les relations { >}, définies sur D" si, pour
toutne N* ettout X,Ye D", X >_ Y implique X > Y.
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pondent a la méme fonction de répartition sont jugées équivalentes en
termes d'inégalités. Lorsque principe de population est satisfait, I'extension
des indices d'inégalités a la Atkinson-Kolm-Sen pour des populations de
taille variable est immeédiate : les fonctions u, sont alors toutes identiques.
On est ainsi ramené au modéle de von Neumann et Morgenstern [42], que
I'on peut définir ainsi :

Définition 8 (Modéle de von Neumann et Morgenstern) On dit qu’un déci-
deur ayant une relation de préférence compléte > sur D se comporte confor-
mément au modele de von Neumann et Morgenstern si, et seulement si, il
existe une fonction u:D = R, continue, strictement croissante et unique a
une transformation affine croissante pres, telle que > est représentée par :

n(X)
1
W(X):mzu(xi), VXeD

On obtient donc le résultat suivant :

Théoreme 5 Soit une relation > définie sur D. Cette relation vérifie les
axiomes les axiomes 1 (préordre complet), 2 (continuité), 3 (impartialité), 4
{monotonie), 8 (indépendance) et 9 (principe de population) si, et seulement
si, le décideur se comporte conformément au modéle de von Neumann et
Morgenstern.

I! est dés lors possible de construire des indices d'inégalité a la Atkinson-
Kolm-Sen sur D. En effet, la fonction R associée a8 W s’écrit alors, pour tout
XeD:

1 n(X)
R(X)=u"" (W 21 u(xi)>

L'indice d'Atkinson est alors défini sur D par:
X -R(X)
IA(X) = —

et I'on peut écrire de la méme maniére un indice de Kolm-Pollak sur D.

Ces indices soulévent un certain nombre de difficultés. Afin de simplifier
|'exposition, nous concentrerons notre attention sur I'indice d’Atkinson. Tou-
tefois, les problémes que nous allons présenter concernent également |'in-
dice de Kolm-Pollak.

3.4. L’indice d’Atkinson :
paradoxes et controverses

3.4.1. Ordres sur les distributions et indice d’Atkinson

Il et naturel de se demander a quelies conditions un indice 4 la Atkinson-
Kolm-Pollak {dans sa forme la plus générale, i.e., I'indice construit a partir
des préférence d'un décideur se comportant conformément au modéle de
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von Neumann et Morgenstern) respecte les différents ordres sur les distri-
butions que nous avons définis. Une premiére réponse nous est fournie par
le théoréme de Hardy-Littlewood-Polya [28] :

Théoréme 6 (Hardy, Littlewood et Polya, 1934) Soit X et Y deux vecteurs de
D" ayant la méme moyenne. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i)y > X
(i) pour toute fonction strictement concave

Uy iD= R DU (¥7) > D) U (%)

Ainsi, un décideur se comportant conformément au modéle de von Neu-
mann et Morgenstern respecte le principe de transfert si et seulement si u
est concave.

Toutefois, nous avons vu qu’il existait des situations ou le principe de
transfert pouvait paraitre discutable. Est-il possible de recourir aux quasi-
ordres différentiels absolus et relatifs afin d'éliminer ces situations dans le
cadre du modéle de von Neumann et Morgenstern, en réduisant la classe
des transferts jugés favorables ? La réponse, négative, est apportée par Cha-
teauneuf [11]:

Théoreme 7 (Chateauneuf, 1996) Soit un décideur se comportant conformé-
ment au modéle de von Neumann et Morgenstern. On a alors les implica-
tions suivantes :

(i) Le décideur respecte I'ordre différentiel absolu = u est concave

(i) Le décideur respecte I'ordre différentiel relatif 8 moyenne constante = u
est concave

Ainsi, on ne peut espérer qu'un indice a la Atkinson-Kolm-Pollak, vérifiant
I'axiome 5 (A-invariance} ou I'axiome 6 (p-invariance) respecte I'ordre diffé-
rentiel absolu ou I'ordre différentiel relatif sans qu'il ne respecte le principe
de transfert. De ce point de vue, ces indices sont donc extrémement rigides.

3.4.2. Aversion pour les inégalités et décroissance
de l'utilité marginale individuelle

Selon Atkinson, le paramétre £ entrant dans la définition de l'indice IA
reflete le degré d’aversion de la collectivité & |'égard des inégalités. En effet,
I'influence d’'un transfert d’'un pauvre vers un riche sur le niveau de l'indice
d’Atkinson sera d’autant plus faible que le paramétre ¢ sera petit. A la limite,
pour € = 1, un tel transfert n"aura aucun effet sur IA.

Mais alors se pose la question du choix de ce paramétre. Quelle valeur lui
donner ? Et a partir de quels principes ? Une solution a ce probléeme a été
proposée par Saint-Paul [53]. Ce dernier suppose que le choix de la fiscalité
résulte de la maximisation d'une fonction objectif qui est une combinaison
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linéaire de (1-1A) et d'une fonction représentant le colt des trans-
ferts (23). Ainsi, si I'on dispose des revenus avant et aprés impots, il est
possible d’en inférer la valeur de € sous certaine hypothéses (24). Saint-Pau!
applique cette méthode aux données du Luxembourg Income Studies (25).

Un autre probléme a été soulevé par Sen [58], [60] : plus le paramétre ¢
est faible, plus un transfert d’'un pauvre vers un riche entrainera une aug-
mentation forte de I'écart de bien-&tre (évalué par la fonction d'évaluation
individuelle) entre ces deux individus. Par ailleurs, nous |'avons vu, plus le
paramétre € est faible, plus l'influence d'un transfert d'un pauvre vers un
riche sur le niveau de l'indice d'Atkinson est faible. Ainsi, plus le paramétre
€ est faible, plus un transfert d’'un pauvre vers un riche accroit I'écart de
bien-étre (évalué par la fonction d'évaluation individuelle) entre ces indivi-
dus, et moins ce transfert accroit les inégalités mesurées par I'indice d'At-
kinson. Ce « paradoxe » souléve un véritable doute quant a la pertinence de
I'indice d'Atkinson.

Hansson [27] {26} met en évidence une autre faiblesse de l'indice d'Atkin-
son. Pour une distribution donnée des revenus I'indice d’Atkinson décroit
lorsque £ diminue. Mais plus ¢ est faible, plus I'écart entre les bien-étres
individuels (mesurés par les fonctions d'évaluation individuelles) est grand,
comme le montre le graphique ci-dessous.

En effet, on a évidemment : CD < BD < AD . Ici encore, ce résultat parait, a
tout le moins, paradoxal. Il suggére, en tout état de cause, que la démarche
adoptée par Atkinson n'est pas sans défauts (27).

Enfin, une derniére objection peut étre émise a I'égard de I'indice d'Atkin-
son, objection qui, en un sens, recouvre les précédentes. Le coefficient €
mesure le degré de concavité de la fonction u . Or la concavité de u a une
signification économique claire : elle implique que I'utilité (mesurée par la
fonction d’'évaluation individuelle) marginale du revenu est décroissante.
Mais la concavité de u peut également recevoir une autre interprétation, a
laquelle se référe explicitement Atkinson pour justifier la forme de u: une
fonction d’utilité concave implique en effet également, dans le cadre du

(23) Saint-Paul teste en réalité deux modeles. Le premier repose sur 'indice d'Atkinson,
tandis que le second repose sur un indice d'Atkinson modifié, o u est une fonction expo-
nentielle. Il remarque que ce dernier s'ajuste mieux aux données.

(24) L'une de ces hypothéses est « que, pour une société donnée, il existe des préférences
collectives bien définies, c’est-a-dire un « décideur politique ». Nous interprétons alors les
préférences du décideur non comme celles du parti politique au pouvoir, ou celles du votant
médian, mais comme des « tendances lourdes » de la société. » (Saint-Paul, [53], p. 179).

(25) L'étude de Saint-Paul porte sur sept pays : Etats-Unis, Grande-Bretagne, Canada, Nor-
veége, Suéde, Suisse et République Fédérale d'Allemagne. Les données sont celles de 1979
ou 1981, selon les pays. Les résultats permettent de distinguer trois groupes de pays: le
premier groupe, comportant la Grande-Bretagne, I'Allemagne et la Suéde, est caractérisé par
une forte aversion & |'égard des inégalités ; le second groupe, constitué par le Canada et la
Norvége est caractérisé par une aversion moyenne a 'égard des inégalités ; enfin la Suisse
et les Etats-Unis manifestent une faible aversion a I’égard des inégalités.

(26) Cité par Sen [60].

(27) On pourrait objecter que € est un paramétre structurel, et que le faire varier n'a pas
grand sens. |l n’en reste pas moins que, si I'on compare deux sociétés ayant des aversions
pour les inégalités différentes et la méme distribution de revenus, celle dont I'aversion pour
les inégalités est la plus faible aura simuitanément un indice d'Atkinson plus faible et des
écarts entre les bien-étres individuels {mesurés par les fonctions individuelles d’évaluation)
plus importants.
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Graphique 2. Le paradoxe de Hansson.

modéle d'espérance d'utilité de von Neumann et Morgenstern, une aversion
a I'égard du risque. Cette aversion 3 I'égard du risque est ici interprétée
comme une aversion a I'égard des inégalités. Le télescopage entre ces deux
notions, I'une caractérisant I'attitude des agents a I'égard de la richesse
{décroissance de I'utilité marginale du revenu), l'autre caractérisant leurs
jugements en matiére de justice distributive (aversion pour les inégalités), si
elle n'est pas propre a la mesure des inégalités {c’est une propriété trés
générale du modele de von Neumann et Morgenstern) prend ici une acuité
toute particuliere. En effet, il est impossible, dans ce cadre, de modifier
I'attitude a I'égard des inégalités sans, du méme coup, modifier les inégali-
tés (en termes d'utilités individuelles) elles-mémes. Les deux « paradoxes »
relevés par Sen et Hansson proviennent essentiellement de cette difficulté.
lls seront, par conséquent, partagés par tous les indices d’inégalités cons-
truits dans le cadre du modéle de von Neumann et Morgenstern.

4. Indices de Gini généralisés

Au regard de ce qui précéde, le coefficient de Gini semble posséder un
certain nombre de propriétés intéressantes : en particulier, il permet de gé-
nérer & la fois des indices absolus p-invariants et relatifs L-invariants (28). De
plus, I'indice de Gini évite nombre d'écueils auxquels se trouvent confrontés
les indices d’Atkinson et de Kolm-Pollak, et en particulier le lien, difficilement
justifiable et quelque peu « pervers » d'un point de vue normatif, entre la
décroissance de l'utilit¢ marginale individuelle et I'aversion collective a
I'égard des inégalités qui caractérise ces indices. Enfin, contrairement 3
I'indice d'Atkinson, I'indice de Gini permet de prendre en compte des reve-
nus négatifs.

(28) Ce que, nous l'avons vu, I'axiome d'indépendance rend impossible.
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Dans un article de 1970, Newbery [43] a démontré qu’il n’existait pas de
fonction d’évaluation des distributions de revenus utilitariste (i.e., de la

n

forme W, (X) = l 2 u, (x,)) qui induise sur D" un ordre compatible avec

I'indice de Gini. Cela n ‘'empécha pas un certain nombre d’auteurs de tenter
de donner un fondement axiomatique a I'indice de Gini. Pour cela, il parut
nécessaire de généraliser cet indice. En effet, I'indice de Gini se caractérise
par le fait qu'il accorde aux différents revenus des poids qui dépendent de
leurs rangs dans la distribution des revenus, ces poids étant la suite des
nombres impairs : le revenu le plus élevé se voit doté d'un poids égal a un,
le revenu immeédiatement inférieur, d'un poids égal a trois, etc. Ces poids
paraissaient arbitraires, et donc difficiles a « rationaliser » (cf. cependant
Ben-Porath et Gilboa [7]). Parmi les auteurs ayant contribué a cette étape, on
compte, notamment, Weymark [64] (qui fut, en la matiére, un pionnier),
Donaldson et Weymark (23], Yitzhaki [67], Ebert [24]. Il fallut cependant
attendre le développement des modéles d'utilité espérée dépendant du rang
(RDEU pour Rank-Dependent Expected-Utility} pour voir émerger un modéle
général de choix dans le risque susceptible de donner un fondement ration-
nel & 'indice de Gini et 4 ses généralisations. Les travaux de Yaari {[65), [66],
en particulier, furent déterminants.

Indices de Gini et de Gini généralisés
linéaires pour des populations
de taille fixée

Nous avons vu que les indices a la Atkinson-Kolm-Sen vérifiaient un
axiome d'indépendance particulierement fort, axiome central du modele de
von Neumann et Morgenstern. Or, I'indice de Gini ne vérifie pas cet axiome.
C'est ainsi que s’explique le résultat de Newbery.

Considérons, & présent I'axiome suivant, connu sous le nom d'axiome
d’additivité comonotone (29) :

Axiome 10 (Additivité comonotone) : Pour tout X,Y,Z e D",
>Xe (Y+2) > (X+2)

Rappelons que deux profils de revenus X et Y sont comonotones si, et
seulement si, pour tout i,je {1,.,n}, (x,=%) (y,-y;) 20 (pour un dé-
partage adéquat des ex-aequo). En d'autres termes, deux profils de revenus
sont comonotones si chaque individu y occupe le méme rang (30). Les pro-

fils de revenus appartenant a D" sont tous deux-a-deux comonotones. De I3

{29) On rappelle que X est le profil de revenus, obtenu par une permutation de X, tel que
X, <X, S <X, . )

(30) Soit X e D", et X le profil de revenus ordonné obtenu par la permutation ¢ (-) des
composantes de X . Le rang de I'individu i dans X est o (i) .
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le nom de cet axiome. La notion de comonotonie {31) a été introduite par
Dellacherie [20] et Schmeidler [54].

Reprenons I'exemple que nous avons donné lorsque nous avons com-
menté [‘axiome d'indépendance. Soient donc les profils de revenus
X=1(0,0,5),Y=(0,1,1),X'=(1,0,5)etY=(11,1). Nous avons vu
que si I'on respecte I'axiome d'indépendance et que I'on préféere X 2 Y, on
doit également préférer X’ aY'.OrY -Y=X'-X=(1,0,0). Les profils X
et (X'- X) d'une part, et Y et (Y'-Y) ne sont donc pas comonotones. Par
conséquent, on peut préférer X aY et X’ 3Y’ sans entrer en contradiction
avec |'axiome d'additivité comonotone. On ne peut cependant pas dire, en
toute rigueur, que |'axiome d'additivité comonotone est plus faible que
I'axiome d’indépendance, dans la mesure ou il implique I'additivité de !a
relation de préférence, ce qui n'est pas le cas de I'axiome d'indépendance.

Weymark [64] a démontré le résultat suivant :

Théoréme 8 (Weymark, 1981) Soit une relation >_ sur D". Cette relation
respecte les axiomes 1 (préordre complet), 2 {continuité), 3 (impartialité) et

10 (additivité comonotone) si, et seulement si, il existe a= (a,,-,a,) € R"
tel que pour tout X,Y € D",

n

n
Y2 XeWs(Y)=Say2> ax=WE(X)

i=1 i=1
De plus, le vecteur a est unique & un facteur multiplicatif strictement positif
preés.

En d'autres termes, si I'on substitue I'axiome d'additivité comonotone a
I'axiome d'indépendance standard, on obtient des fonctions d’évaluation
des distributions de revenus linéaires. Si l'on suppose de plus que

I'axiome 4 (monotonie) est vérifié, a € R}, . Enfin, les poids a, étant définis a
n
un facteur prés, on peut sans perte de généralité imposer: 3 a,=1. On
i=1

=
obtient finalement la fonction d’évaluation des distributions de revenus sui-
vante :

Wi (X)=> ax,aecR],, > a=1 (3)
=1

i=1

Comme WS¢ est linéaire, RS (X) = WS (X) . L'indice {relatif) de Gini peut
alors s'écrire :
W7 (X)

IRG, (X)=1-—"5

(31) Sur la notion de comonotonie et ses implications en économie, ¢f. Chateauneuf,
Cohen et Kast [13].

Rev. écon. pol. 111 (5) sept.-oct. 2001



Les fondements axiomatiques de la mesure des inégalités ________ 707

On peut également définir un indice absolu de Gini en posant:
IAG, (X)=X-W? (X)

L'indice de Gini traditionnel correspond, pour n fixé, a la séquence de
poids a,=2(n-i)+1. Remarquons qu'en vertu de |'axiome d'additivité
comonotone, l'indice de Gini généralisé absolu est additif pour des distribu-
tions de revenus comonotones: si X et Y sont comonotones,
IAG (X+Y)=IAG (X)+IAG (Y). On peut, ainsi que le remarque Den-
neberg [22], rapprocher cette propriété de celle de la variance, qui est addi-
tive pour des variables aléatoires indépendantes.

4.2. Indices de Gini généralisés linéaires
pour des populations de taille variables

Approfondissant la voie ouverte par Weymark [64], Ebert [24] a affiné la
classe des indices de Gini généralisés, afin d'assurer la cohérence des or-
dres { >}, . Pour cela, il utilise un axiome d'agrégation portant directement
sur les fonctions R, .

Notons {R_}, la suite des fonctions R pour n e N* et n>3. L'axiome
d’Ebert est le suivant (32) :

Axiome 11 (Agrégation) Pour toutne N, n2>3:
¥Xe D" R (X)=R_ (R (%4 %) 1K, gpes X))
Ebert (33) obtient alors le résultat suivant (34) :

Théoreme 9 (Ebert, 1988) Soit une relations > sur D. Si les axiomes 1
(préordre complet), 2 (continuité), 3 (impartialité), 5 (\-invariance) pour la
forme relative de l'indice, 6 (p-invariance) pour la forme absolue de l'indice,
7 (principe de transfert), 10 (additivité comonotone) et 11 (agrégation) sont
vérifiés, alors WS est de la forme :

n
Z ax,
1=

n

Wy (X) =

(32) On rapelle que X est le profil de revenus, obrenu par une permutation de X , tel que
X, 2R, 2.2% .

(33)2En réaﬁté, le théoréme d’'Ebert est un peu plus général, car il adopte un axiome
d'indépendance plus faible, qui n’implique pas I'additivité de Wf . Cependant, le théoréme
énoncé se déduit directement du théoréme d’Ebert.

(34) Bossert [10] obtient un résultat similaire avec un axiome d’agrégation légérement
différent.
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De plus, la séquence des poids { a,}; est uniques & un facteur strictement
positif prés.

Ceci permet de construire des indices de Gini généralisés pour des popu-
lations de tailles différentes & partir d'une unique suite de poids {a,};. On
appellera plus généralement I'ensemble des indices de Gini généralisés pos-
sédant cette propriété les « indices de Gini a série de poids unique » (Single-
Series Gini).

Donaldson et Weymark [23] proposérent d’ajouter aux axiomes précé-
dents le principe de population. lls obtinrent ia caractérisation suivante (cf.
également Yitzhaki [67] et Safra et Segal [52]) :

Théoréme 10 (Donaldson et Weymark, 1980) Soit une relation > surD. Cette
relation respecte les axiomes 1 (préordre complet), 2 (continuité), 3 (impar-
tialité), 7 (principe de transfert), 9 (principe de population) 10 (additivité
comonotone) et 11 (agrégation) si, et seulement si, il existe £ 2 1 tel que >
est représentée sur D par:

n (X)

=S [ (SR (95 e

i=1

La classe d'indices ainsi définie est appelée par Donaldson et Weymark
[23] classe des S-Ginis. Le principal intérét des S-Ginis est qu’ils ne dépen-
dent que d'un paramétre (&) . Plus £ grand, plus I'indice S-Gini est sensible
aux inégalités. Les deux extrémes sont £ =1, pour lequel I'indice S-Gini
correspond a un critére purement utilitariste, et § — + o, pour lequel I'indice
S-Gini correspond a un critere « rawlsien ».

Enfin, notons que ces caractérisations supposent toutes que le principe de
transfert est satisfait. Cette hypothése, ainsi que I'axiome d’agrégation, peu-
vent étre jugées trés exigeantes. Il est cependant possible de les abandon-
ner. On obtient alors le modele de Yaari [65] :

Définition 9 (Modele de Yaari) On dit qu’un décideur ayant une relation de
préférence compléte > sur D se comporte conformément au modéle de
Yaari si, et seulement si, il existe une unique fonction f: {0,1] - [0,1],
continue, strictement croissante et vérifiantf (0) =0etf (1) =1, telle que
> est représentée par :

n(X)

W)=, [f("()r(‘)(;(i)”)-f<"r(‘)(())()"i ]x VXe D

i=1

Le modéle de Yaari (35), appelé aussi modeéle dual prend en compte le fait
que les revenus sont pondérés non par leur fréquence (comme dans le

(35) Le théoréme de représentation de Yaari repose essentiellement sur un axiome d’'ad-
ditivité comonotone. Cependant, cette représentation est obtenue dans un cadre plus riche
que le ndtre (Yaari considére I'ensemble de toutes les ditributions de probabilités, et non
seulement les distributions & probabilités — ou fréquences — rationnelles). Les axiomes de
continuité et de monotonicité doivent donc étre refomulés en conséquence.
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modéle de von Neumann et Morgenstern), mais par une transformation
(non nécessairement linéaire) des fréquences cumulées. Cette transforma-
tion des fréquences représente |'attitude a I'égard des inégalités décideur. La
fonction d‘évaluation des distributions sur laquelle reposent les indices

S-Ginis n'est rien d'autre qu'une fonctionnelle de Yaari, avec f (p) = p°.
Enfin, notons que Ebert [24] a proposé une axiomatisation d’un cas particu-
lier du modéle de Yaari, ou f est strictement convexe, en supposant que le
décideur vérifiait le principe de transfert.

Dés 1987, Yaari [65] remarquait ainsi que ce modeéle pouvait donner un
fondement rationnel a l'indice de Gini (36). Plus encore, il notait que,

« tout comme les indices d’'égalité (ou d'inégalité) appartenant a la
classe des indices de Gini ne sont pas rationalisables dans le cadre de la
théorie de I'utilité, les indices d'égalité (ou d'inégalité) d'Atkinson (1970)
ne sont pas rationalisables dans le cadre de la théorie duale » (Yaari
(65], p. 106).

Ce point lui parut d'ailleurs suffisamment important pour qu’il y consacre
un article un an plus tard [66]. D'un point de vue empirique, une question
demeure largement ouverte : comment déterminer la fonction de distorsion
des fréquences cumulées de la distribution des revenus ? Ce point a été
abordé par Yaari [66]. Ce dernier suppose que le décideur public applique la
regle du « sacrifice fiscal absolu égal » (37), c'est-a-dire calcule les imp6ts de
maniere a imposer a tous les individus la méme perte d’utilité, étant en-
tendu que cette derniére est évaluée par le décideur (38). En notant t, le
montant d'impodts payés par I'individu i, le sacrifice imposé a cet individu,
évalué par le décideur, est:

puisque u(x;) =x,. La contrainte 3 a, =1 permet alors de déduire f du
i=1

systeme fiscal observé, en posant a;t,= constante pour tout i e {1,.,n}.
Dans ce cadre, la fiscalité effectivement mise en place révéle I'attitude du
décideur a I'égard des inégalités.

(36) Le rapport entre I'indice de Gini (généralisé) et le modéle RDEU est évident si I'on
remarque que |'indice de Gini (généralisé) est une fonctionnelle linéaire sur des cones de
vecteurs comonotones, qui n’est rien d’autre qu’une intégrale de Choquet par rapport 4 une
mesure non additive. Or, les fonctionnelles représentant les préférences dans le modele
RDEU sont, précisément, des intégrales de Choquet (sur les intégrales de Choquet, cf. par
exemple Schmeidler [54], Denneberg [21], Cohen et Tallon [17]). Soulignons, encore une fois,
le rble central que joue ici la propriété de comonotonicité.

(37) Le principe du « sacrifice fiscal absolu égal » a été proposé par J. S. Mill [38), et repris
récemment par Richter [48] et Young [68] notamment. Cf. Musgrave [40] pour une présen-
tation de I'histoire de ce principe.

(38) II est donc, en toute rigueur, nécessaire de supposer que le décideur public représente
convenablement les agents lorsque ceux-ci font abstraction de leur propre identité. On peut
rapprocher la méthode proposée ici de celle utilisée par Saint-Paul [53].
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4.3. Indices de Gini généralisés non linéaires

L’hypothése de linéarité des fonctions d'évaluation individuelles peut étre
abandonnée, moyennant |'affaiblissement de I'axiome d’additivité comono-
tone. On obtient alors le modéle d’espérance d'utilité dépendant du rang
{modéle RDEUV) :

Définition 10{Modele RDEU) On dit qu’un décideur ayant une relation de
préférence compléte > sur D se comporte conformément au modéle d'es-
pérance d’utilité dépendant du rang (RDEU) si, et seulement si, il existe une
unique fonction f: [0,1] - [0, 1], continue, strictement croissante, véri-
fiantf (0)=0etf (1) =1, et une fonction u: D — R, unique § une trans-
formation affine croissante prés, continue et strictement croissante, telles
que > est représentée par :

n (X)

W)= [f("():)()'(;”)-f("r(‘):))()'i ]u (%), ¥XeD

i=1

It existe de nombreuses axiomatisations de ce modéle, dans des cadres
variés (cf. Quiggin [46], Chew et Epstein [16], Segal [55), {57] [56], Wakker
{63], Quiggin et Wakker {47], Nakamura [41]).

L’axiomatisation que nous présentons ici est due a Chateauneuf [12]. Dans
ce qui suit, nous noterons I'ensemble des distributions de revenus de la
forme:  X= (X, %o X, PPy P,) avec p;>0,3p=1, et

1
X, S, X <. <X, 0U p; % des individus ont le revenu %, (39). Chateauneuf
introduit les deux axiomes suivants :

Axiome 12 (Indépendance comonotone). Pour tout X,Y e D", tels que
X, =V, etpourtoutz telquex, _,s2<xety,_,<2<V,,,

(%qgs s Ky s X D1 Py o P ) 2 (Va s Voo oo V1o 3 Py P = Py )
= (Xqy s 2,y X 5Py Py s P ) = (V45 =0 2, ¥y 5 Py Py = Pyy)

Cet axiome signifie que si deux profils de revenus comportent un revenu
identique occupant le méme rang, I'ordre entre ces distributions n’est pas
modifié si I'on modifie ce revenu commun sans que cela affecte 'ordre des
revenus. |l s'agit donc véritablement de la contrepartie comonotone de
['axiome 8 (axiome d'indépendance).

Le second axiome introduit par Chateauneuf porte sur le mélange como-
notone des fonctions de répartition des distributions de revenus. Soit
X=(xvy:;p,1-p) et X'=(x,y;p,1-p). On appelle mélange de X et
de X’ le profil de revenu que I'on obtient en attribuant le profil de revenu X

(39) Notons que p n’est pas nécessairement un nombre rationnel. Par conséquent, le cadre
d‘analyse de Chateauneuf est, encore une fois, plus riche que le nétre.
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a une part A de la population (A e [0,1]), etle profil de revenu X’ au reste
de la population (40). On note un tel profil de revenu: A X+ (1-21) X",

Axiome 13 (Indépendance par rapport aux mélanges comonotones). Soit
x,y,a,b,c,de R, etae [0,1]

1. Six<ay<bx<ey<d,
X, =(xa;p,1-p)~(y,b;p,1-p)=Y,
X, =(x¢;p,1-p)~(y,d;p,1-p)=Y,
=AM, + (1=A) X, ~AY, + (1-4)Y,, VA e [0,1]
2. Siagsx,b<y,c<x,d<y,

X, =(,xp1-p)~(bypl-p)=Y,
X, =(,xp,1-p)~(dyp1-p)=Y,
= AX, + (1=A)X, ~AY, + (1-1)Y,, Vhe [0,1]

Il nous semble que cet axiome, construit initialement pour des loteries,
s‘applique particuliérement bien aux distributions de revenus. En effet, sup-
posons que la société soit indifférente entre les distributions de revenus
X,=(xa;a1-p) et Y,=(y,b;b,1-p) d’'une part, et
X,=(xc;p1-p) et Y,=(yd;p1-p) dautre part, ces distributions
étant toutes comonotones (de la le nom de I'axiome}. Considérons mainte-
nant la situation suivante : la population est séparée en deux groupes, la
distribution des revenus dans le premier groupe étant X, , et celle du second
groupe étant X, . Il en résulte une distribution globale des revenus X, qui est
un mélange de X, et de X, et cette opération n'affecte pas les revenus
individuels des p % les plus riches (respectivement des p % les plus pau-
vres), qui est le méme dans les deux sous-populations et dans la population
totale. De la méme fagon, Y est la distribution des revenus d’une population
séparée en deux groupes, dans les mémes proportions que pour la popula-
tion précédente, I'un ayant une distribution de revenus Y, et 'autre une
distribution de revenus Y, , telles que les revenus individuels des p % les
plus riches (respectivement des p % les plus pauvres) est le méme dans les
deux sous-populations et dans la population totale. L'axiome d'indépen-
dance par rapport au mélange comonotone implique alors que cette société
est indifférente entre les distributions X et Y .

Naturellement, I'axiome d'indépendance implique ces deux axiomes. En
d'autre termes, tous les indices d'inégalités construits a partir des préféren-

(40) Le profil de revenus obtenu est:

(X% ¥, X, ¥ Ao, A(1-p), (1-M)p, (1-7) (1-p7))
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ces d'un décideur se comportant conformément au modéle de von Neu-
mann et Morgenstern vérifie ies axiomes d'indépendance comonotone et
d’indépendance par rapport au méiange comonotone.

En ajoutant un axiome de monotonie et un axiome de continuité adaptés
a son cadre d'analyse Chateauneuf caractérise les décideurs qui se compor-
tent conformément au modele d'espérance d'utilité dépendant du rang. No-
tons qu'Ebert [24] propose également une axiomatisation du modéle RDEU

dans un cas particulier (u concave et de la forme u (x)=-¢e ™,

u(x)=In(x),ouu(x)= 1x° avec € < 1 et f convexe, en supposant que
le décideur satisfait le principe de transfert, et que I'indice relatif (respecti-
vement : absolu) construit a partir des préférences du décideur vérifie
I'axiome 5 (A —invariance) {respectivement |'axiome 6 (u - invariance})).

Une démarche naturelle, proposée par Ebert [24] et Chateauneuf [11],
consiste 3 construire, a8 partir de cette représentation des préférences, un
indice d’inégalités similaire aux indices d’Atkinson-Kolm-Sen. Le « revenu
égal équivalent » est alors défini par:

= 0m (§ [ () o)

On obtient finalement Vindice suivant (que nous appellerons « indice de
Gini super-généralisé »), en ajoutant 'axiome 5 et la propriété 1 (normalisa-
tion) :

RGSG(X)
H(X)=1-——

[l s'agit bien d'une généralisation de I'indice de Gini généralisé, que l'on
obtient si u(x) = x . Notons que I'indice d’Atkinson est un cas particulier de
I'indice de Gini super-généralisé, oli f(z) =z et u est une fonction a élasti-
cité de substitution constante. Ainsi, il est non seulement possible de donner
a l'indice de Gini un fondement similaire a ceux des indices d'Atkinson-
Kolm-Sen (a savoir un modéle de décision dans le risque), mais de subsu-
mer l'indice de Gini sous une classe plus générale, celle des indices de Gini
généralisés.

4.4. Indices de Gini généralisés et
ordres sur les distributions

L'un des principaux intéréts des modéles non-additifs {modéle de Yaari et
modele RDEU) est leur trés grande souplesse. En particulier, nous avons vu
qu'il était impossible, pour un décideur se comportant conformément au
modéle de von Neumann et Morgenstern, de respecter le quasi-ordre diffé-
rentiel absolu ou relatif sans respecter également [e principe de transfert. Ce
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n‘est pas le cas avec les modéles non additifs, ainsi que le montrent les
résultats suivants. Dans la mesure ot le principe de transfert et le quasi-
ordre différentiel absolu ne concernent que des distributions de méme
moyenne, il suffit de caractériser I'attitude du décideur a I'égard de ces
principes pour obtenir la caractérisation correspondante pour les indices
d’inégalités construits sur les préférences d'un tel décideur. En revanche, le
quasi-ordre différentiel relatif pouvant concerner des distribution de moyen-
nes différentes, les propriétés d’invariance vont jouer un réle crucial dans la
caractérisation des indices qui respectent ce quasi-ordre. En conséquence,
nous énoncerons les résultats concernant le principe de transfert et fe quasi-
ordre différentiel absolu directement sur les préférences du décideur, tandis
que ceux concernant le quasi-ordre différentiel relatif porteront sur l'indice
relatif, vérifiant I'axiome 5 (A —invariance) construit a partir des préférences
du décideur.

Théoréme 11 (Yaari, 1987) Soit un décideur se comportant conformément
au modeéle de Yaari. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Le décideur respecte le principe de transfert
(i} f est convexae.

Théoreme 12 (Chateauneuf, 1996) Soit un décideur se comportant confor-
mément au modéle de Yaari. Les deux propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Le décideur respecte le quasi-ordre différentiel absolu

(i) f(p)<p.Vpe [0,1].

Evidemment, f(p) < p pour tout p de [0, 1] implique que f est convexe
{rappelons que f(0)=0 et f(1)=1). La réciproque, en revanche, est
fausse. Ainsi, un décideur se comportant conformément au modeéle de Yaari
peut respecter le quasi-ordre différentie! absolu sans pour autant respecter
le principe de transfert.

Afin de donner la caractérisation des indices relatifs respectant le quasi-
ordre différentiel relatif construits a partir des préférences d'un décideur se

comportant conformément au modéle de Yaari, nous avons besoin de la
définition suivante :

Définition 11 Soitf: [0,1] — [0, 1] . On dit que f est étoilée au-dessus en

f(p)

0 si 5 est croissante sur [0,1] .

On peut alors énoncer le résultat suivant, démontré par Chateauneuf [11] :

Théoréme 13 (Chateauneuf, 1996) Soit un décideur se comportant confor-
mément au modeéle de Yaari, et | [lindice relatif vérifiant I'axiome 5
(\-invariance) construit a partir de ses préférences. Les deux propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) L'indice | respecte le quasi-ordre différentiel relatif
(ii) fest étoilée au-dessus en 0.

Toute fonction f convexe est étoilée au-dessus en zéro. La réciproque n'est
cependant pas vraie. Par conséquent, un indice relatif vérifiant 'axiome 5
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(A-invariance) construit a partir des préférences d'un décideur se comportant
conformément au modéle de Yaari peut respecter le quasi-ordre différentiel
relatif sans pour autant respecter le principe de transfert. En revanche, si f
est étoilée au-dessus en zéro, f(p) < p pour tout p dans [0, 1] (rappelons
que f (1) = 1 par définition). Ainsi, un indice construit a partir des préféren-
ces d'un décideur se comportant conformément au modeéle de Yaari ne
pourra respecter le quasi-ordre différentiel relatif sans, du méme coup, res-
pecter le quasi-ordre différentiel absolu.

Des résultats similaires sont disponibles pour le modéle d'espérance d'uti-
lité dépendant du rang. Tout d'abord, Chew, Karni et Safra {15] caractérise-
rent les fonctionnelles représentant les préférences d'un décideur se com-
portant conformément au modéle d'espérance d’utilité dépendant du rang et
respectant le principe de transfert.

Théoreme 14 (Chew, Karni et Safra, 1987) Soit un décideur se comportant
conformément au modéle d’espérance d’utilité dépendant du rang. Les deux
propaositions suivantes sont équivalentes :

(i) Le décideur respecte le principe de transfert
(ii) u est concave et f est convexe.

Afin de caractériser les fonctionnelles représentant les préférences d'un
décideur se comportant conformément au modéle d'espérance d'utilité dé-
pendant du rang qui respecte le quasi-ordre différentiel absolu, Chateau-
neuf, Cohen et Meilijson [14] introduisirent les définitions suivantes :

Définition 12 Soit un décideur se comportant conformément au modéle
d’espérance d'utilité dépendant du rang, avec une fonction d’utilité u et une
fonction de distorsion des fréquences cumulées. On définit :

-f -
(i) P, = o inf [ (1 V(V)>/ ( ! " ¥ )] , appelé indice de pondération

<v<l

’

u'(x)

(ii) G, = sup , appelé indice de non-concavité.
y<x

u'(y)

En particulier, P, 21 si f(p) <p pour tout pe [0,1], et G, =1 si et
seulement si u est concave (G, est toujours supérieur ou égal & 1). Chateau-
neuf, Cohen et Meilijson [14] ont montré le résultat suivant :

Théoreme 15 {Chateauneuf, Cohen et Meilijson, 1997) Soit un décideur se
comportant conformément au modéle d’espérance d'utilité dépendant du
rang. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Le décideur respecte le quasi-ordre différentiel absolu
(i) f(p)<p,vpe [0,1] etP,2G,.

Enfin, il n'existe pas, a ce jour, de caractérisation de tous les indices
relatifs construits a partir des préférences d'un décideur se comportant
conformément au modéle d’espérance d'utilité dépendant du rang et véri-
fiant 'axiome 5 (A-invariance) qui respectent le quasi-ordre différentiel rela-

tif. En revanche, une telle caractérisation a été proposée par Chateauneuf
(11] dans le cas olt u(x) =In (x).
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Théoreme 16 (Chateauneuf, 1996) Soit un décideur se comportant confor-
mément au modéle d'espérance d'utilité dépendant du rang, avec
u(x)=In (x), et lindice relatif vérifiant I'axiome 5 (\-invariance) cons-
truit & partir de ses préférences. Les deux propositions suivantes sont équi-
valentes :

(i) L'indice |_respecte le quasi-ordre différentiel relatif
(i) f(p)<p.,vpe [0,1].

On comprend mieux, ainsi, I'intérét des modéles non-additifs, qui permet-
tent une description extrémement fine de I'opinion de la société en matiére
de justice distributive, et qui semblent donc particulierement utiles pour
déterminer I'adéquation des politiques de redistribution a des objectifs en
matiére de justice sociale.

Par ailleurs, nous avons vu qu'il était impossible, dans le cas des indices
d'Atkinson-Kolm-Sen, de modifier I'aversion de la société a I'égard des iné-
galités sans, du méme coup, modifier les inégalités de bien-étre individuels
(mesurés par les fonctions d'évaluation individuelles) elles-mémes. Cette
difficulté ne se présente pas avec I'indice de Gini généralisé. En effet, I'aver-
sion de la société a I'égard des inégalités est représentée par la structure des
poids. Modifier cette derniére ne change rien aux bien-étres individuels.

Enfin, le lien difficilement justifiable entre la décroissance du bien-étre
{mesuré par les fonctions d'évaluations individuelles) marginal individuel et
I'aversion collective a I'égard des inégalités, qui est sans doute du point de
vue normatif I'une des propriétés les plus génantes de I'approche d'Atkin-
son, Kolm et Sen, est ici relaché.

5. Conclusion

La recherche d’'une mesure objective des inégalités, sur le modéle des
mesures des grandeurs physigues, est vaine : la mesure des inégalités dé-
pend, en effet, de I'opinion des membres de la société sur la justice. A ce
titre, I'utilisation de simples indices statistiques de dispersion ne peut étre
satisfaisante, puisqu’elle occulte cette inévitable prise de position. |l est donc
souhaitable que les opinions qui sous-tendent les mesures des inégalités
soient aussi explicites que possibles. La démarche axiomatique constitue
sans doute, a cet égard, une approche satisfaisante. C'est cependant une
démarche exigeante : en particulier, la validité d'un indice repose sur l'ad-
hésion unanime des membres de la société aux opinions sur lesquelles il est
fondé, et qui sont représentées par des axiomes.

Nous nous sommes donc attachés a présenter en détail la signification et
les conséquences des différents axiomes qu'est susceptible de vérifier un
indice d'inégalités. Nous avons tout particulierement insisté sur I'axiome
d'indépendance. Ce principe paralt contestable : il implique, en effet, que
I'ordre entre deux distributions de revenus ne dépend pas de la partie com-
mune & ces deux distributions. Ajouté aux autres axiomes caractérisant les
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indices d'inégalités a la Atkinson-Kolm-Sen, ['axiome d'indépendance impli-
que I'évaluation de la variation des inégalités engendrée par la modification
du revenu d'un individu ne dépend pas du rang qu’occupent ces individus
dans la distributions des revenus. De fait, les études empiriques (par exem-
ple celle d’Amiel et Cowell [3]) ne permettent pas de mettre en évidence une
unanimité sur la validité de cet axiome.

D'un point de vue plus formel, il est possible de distinguer deux classes
d'indices d'inégalités, selon qu'ils respectent, ou non, I'axiome d'indépen-
dance. Les premiers sont les indices a la Atkinson-Kolm-Sen, et reposent
implicitement sur le modéle de décision dans le risque de von Neumann et
Morgenstern {(modele d'espérance d'utilité). Les seconds sont les indices de
Gini, Gini généralisés et Gini super-généralisés, et reposent sur le modéle de
Yaari ou de Quiggin (modéle d’espérance d'utilité dépendant du rang). L'ex-
ploration systématique des propriétés de ces derniers reste, pour une large
part, a faire. Toutefois, il est apparu clairement que ces indices permettaient
une description beaucoup plus riche des opinions de la société en matiére
de justice distributive que les indices d’Atkinson-Kolm-Sen. lls semblent
donc particulierement bien adaptés a V'évaluation de I'adéquation des poli-
tiques redistributives a des objectifs en matiere de justice sociale.
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